Prova di Logica Matematica 8 gennaio 2020

Versione 1

Istruzioni esame

Scrivere nome, cognome e matricola su OGNI foglio negli appositi spazi.

se necessario. Non verranno ritirati e corretti eventuali fogli di brutta.

5 punti nel primo esercizio (quesiti a risposta multipla).

Tutte le risposte vanno riportate sul testo d’esame, eventualmente utilizzando il retro dei fogli

La prova si considera superata se si ottengono ALMENO 18 punti in totale, di cui ALMENO

Cognome, nome e matricola:

Esercizio 1

Rispondere alle seguenti domande a risposta multipla, segnando TUTTE le risposte

corrette (per ogni domanda ci puo essere una, nessuna o diverse risposte corrette).

(a)

Quali dei seguenti insiemi sono infiniti e numerabili?

B {scQ"|lh(s)=2As(1)=1/2}

0O {s€{0,1/2}<N | 1h(s) =2 A s(1) = 1/2}

0 {seQ"|s(1)=1/2}

O {se RN |s(1)=1/2}

Sia f: A — B iniettiva.

Quali delle seguenti affermazioni sono corrette?

O Se g: B — A ¢ iniettiva, allora f e biettiva.

B Se B ¢ finito allora A e finito.

O Per ogni b € B l'insieme f~!(b) ¢ non vuoto.

O |B| <Al

Quali delle seguenti affermazioni sono corrette?

B VyR(z,y) E Vy3zR(x,y).

O La formula J2VyR(x,y) — Yy3dzR(z,y) e soddisfacibile, ma non valida.
B La formula Yy3zR(z,y) — JaVyR(x,y) e soddisfacibile, ma non valida.
O La formula Yy3zR(z,y) A ~32VyR(x,y) ¢ insoddisfacibile.

Siano P, Q, R formule proposizionali. Quali delle seguenti affermazioni sono
certamente vere?

OP—-Q—-REP—-R

B SePEQeQRERallora P ER.

B Se P ¢ una contraddizione allora P, Q = R.

B Se P ¢ una tautologia e P = =Q allora Q ¢ una contraddizione.

2 punti

2 punti

2 punti

2 punti

Punteggio totale primo esercizio: 8 punti
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Cognome, nome e matricola: Versione 1

Esercizio 2 6 punti
Siano

P1 . CvV -A

P2 : A—>B

Ps: -C — —B.

Determinare, giustificando la risposta, quali delle seguenti affermazioni sono vere:

o PPy =P;
o P3Py =Py
[ ] P27P3 ):Pl

Soluzione: Innanzi tutto calcoliamo la tavola di verita:

A|B|C|Py|Py]|Ps
FIF|F| V|V ]V
FIF|V| V|V ]V
FIV|F|V|V]|F
FIV|V V|V ]V
VIF|F|F | F |V
VIF|V|V F |V
V/V|F|F |V |F
Vi V|V|V V]V

Se A, C sono false e B & vera, allora Py, Py sono vere, ma P & falsa, quindi Py, Py £ Ps.
Se A, C sono vere e B ¢ falsa, allora Py, P3 sono vere, ma P, & falsa, quindi P3, Py [~ Ps.
Invece PQ, P3 ’: Pl.
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Cognome, nome e matricola: Versione 1

Esercizio 3 6 punti

1. Formalizzare in N la frase
2 € Un numero primo
utilizzando il linguaggio formato dai simboli - e 1 interpretati nella maniera usuale.

2. Utilizzando il linguaggio formato dai simboli <, 4, - e 1 interpretati nella maniera
usuale, formalizzare in N la frase

Per ogni n > 1 ¢’e¢ almeno un primo compreso tra n e 2n.

Soluzione:
1. Una possibile formalizzazione ¢ ¢(z)

“(x=1)AVyVz(y- 2= —y=1Vz=1).

2. Una possibile formalizzazione ¢ Vw[l < w — Jz(@(x) Aw < z Az < w+ w)], cioe

Vw[l <w — Jz(—(x=1)AVyVz(y-z2 =02 s y=1Vz=1)Aw <z Az < w+w)]
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Cognome, nome e matricola: Versione 1

Esercizio 4 6 punti
Sia L = {P} con P simbolo di relazione binaria. Sia ¢ '’enunciato

JxIy(—(x = y) AVz=P(z,x2) AVz=P(2,y)).
Determinare in quali delle seguenti strutture ¢ e vera:

1. A= (N, PA), dove PA ¢ la relazione <.
2. B=(N\ {1}, PB), dove P® = {(n,m) | n divide m e n # m}.
3. C = (P(N)\ {0}, P°), dove PC & la relazione C.

Giustificare le proprie risposte.

Soluzione:

1. L’enunciato ¢ asserisce in A che ci sono due numeri distinti n,m tali che k £ n
e k £ m per ogni k, cioe Vk(n < k) e VE(m < k). In altre parole: esistono due
minimi distinti, il che e falso.

2. L’enunciato ¢ asserisce in B che ci sono due numeri distinti n,m tali che sono
minimali rispetto alla relazione di divisibilita. Questo e vero, basta prendere due
numeri primi.

3. L’enunciato ¢ asserisce in C che ci sono insiemi distinti che sono minimali rispetto
all’inclusione. Questo ¢ vero: basta prendere due singoletti.
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Cognome, nome e matricola: Versione 1

Esercizio 5 6 punti
Dimostrare per induzione che per ogni n > 1:

> 4k +1=n(2n+3).

k=1

Soluzione:

Passo base (n=1). 3, 4k +1=4-1+1=5=1-(2-1+3).
Passo induttivo.

Ipotesi induttiva: > _, 4k +1 = n(2n+ 3).

Tesi induttiva: Y p-1 4k +1= (n+1)(2(n + 1) + 3).

i4k+1:(zﬂ:4k+1)+(4(n+1)+1)

=n(2n+3)+4(n+1)+1 (per ipotesi induttiva)
=20 +Tn+5

e(n+1)2(n+1)+3)=(n+1)2n+5) =2n*+Tn+5.
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